Mai multe demonstratii ale unei inegalitati clasice

Matematica - Inegalitati
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Inegalitatea lui Nesbitt are urmatorul enunt (pentru a, b, ¢ € R;):

a L b n c >§
b+c c+a a+b 2

Urmeaza mai multe solutii clasice si neclasice ale inegalitatii, de la cele care
folosesc bine-cunoscutele inegalititi ale mediilor, la cele care apeleaza la sta-
tornicii prieteni Cauchy, Buniakovski si Schwarz, precum si unele care folos-
esc inegalitati simetrice, cat si cu solutii ”muncitoresti” ce implica, bineinteles,

Muirhead):

1 Inegalitatea mediilor AM-GM

Inegalitatea de demonstrat se exprima ca:

[(a+b)+(b+c)+(c+a)]<b41—c+c41-a+a"1|'b> =Y

Conform Inegalitatii Mediilor (AM-GM):

1

LHsz3{’/(a+b)(b+c)(c+a)'3§/(a+b)<b+c>(c+a> -

De unde rezulta concluzia. De mentionat ca avem caz de egalitate la:

a+b=b+tc=ct+a<=a=b=c

1 1 1

— = @@:b:C
a+b b+c c+a

2 Inegalitatea Mediilor AM-GM cu substitutii

Vom demonstra aceeasi inegalitate echivalenta ca si in prima solutie:

[(a+b)+(b+0)+(0+a)](bic+c41-a+a—l|'b> =Y
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Facem substitutia a +b =2, b+ c=y si ¢+ a = 2. Obtinem:

T z oz
3+7+f+g+g+f+*29
Yy zZ x z xT Yy

Dar inegalitatea %—i—g > 2 este cunoscuta, de unde obtinem concluzia. Avem

caz de egalitate la:

at+b=b+tc<= a=c
btc=ct+a<—=<=a=0b

ct+ta=a+b<—=b=c

3 Inegalitatea Mediilor AM-HM cu substitutii

Folosind aceeasi substitutie ca in solutia precedenta, ramane de demonstrat:
1 1 1
(z+y+2)(-+-+-]29
x Yy z

Echivalent cu:
r+y+z 3

=1 1 1
3 54‘54‘;

Care este evident inegalitatea AM-HM in trei variabile. Caz de egalitate la:

gg:y:z<:>a:b:C

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz

Scriem inegalitatea de demonstrat ca in solutiile anterioare:

1 1 1
(a+b+b+c+c+a) + + >9
a+b b+c c+a

Conform Inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz:

2
LHS > (VI4+VI+VI) =9
Ceea ce trebuia demonstrat. Avem egalitate la:

(a+b)?=(b+c)’=(ct+a)’<=a=b=c
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5 Inegalitatea Bergstrom - Titu Andreescu
Vom demonstra o inegalitate echivalenta, rezultata prin amplificare:

a? b? 2 3
>

ab+ac+ab+bc+ac+bc =2

Din forma Titu a Inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz gasim:

s s (2Fbre”
~ 2(ab+ be+ ca)

Dar, din Inegalitatea Rearanjamentelor /Inegalitatea Mediilor AM-GM /formare
de patrate:
A+ 4+ >ab+ac+be

De unde obtinem ca:
(a+b+¢)* > 3(ab+ ac+ be)

Adica avem: )
(a+b+c) < 3
2(ab+bc+ca) ~ 2

Ceea ce trebuia demonstrat. FEgalitate avem la:

a b c

= = :b:
ab+ac ab-+bc ac+bc:>a ¢

6 Inegalitatea Rearanjamentelor

1 1
b+clcta?

Aplicand de doua ori Inegalitatea Rearanjamentelor:

S& observam ci tripletele (a, b, ¢) si ( a%rb> sunt la fel ordonate.

a L b n c S b n c n a
b+c c¢c+a a+b " b+c c+a a+bd
a b c c a b

>
b—l—c+c+a+a+b_ b+c+c+a+a+b

Adunand cele doua relatii gasim ca:

a b c
2 + + >3
b+c c+a a+b

Echivalent cu inegalitatea de demonstrat. Egalitate la:

a=bb=c,c=a<=a=b=c
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7 Inegalitatea lui Cebisev

Folosind aceeasi ordonare:

1 1 1
b >
(a+ +C)(a+b+b+c+c+a)_3

a n b n c
at+b b+c c+a

Si:

1 1 1
b >
(a+ +C)<a—|—b+b—|—c+c—i—a)_3

b n c n a
at+b b+c c+a

Adunand relatiile:

1 1 1
(a+b+b+c+c+a) + + >9
a+b b+c c+a

Echivalent cu inegalitatea de demonstrat. Cazul de egalitate se atinge la
a=b=c
8 Inegalitatea lui Muirhead

Relatia de demonstrat se scrie, aducand la acelasi numitor:
2[a(a+b)(a+c)+bla+b)(b+c)+c(at+c)(b+c)]>3(a+b)(a+c)(b+c)

Efectuand calculele:

22a3 —|—2Za2b—|—6abc > 32a2b+6abc
Ramane de demonstrat:

T[3,0,0] + 2T [2,1,0) + T [1,1,1] > 3T [2,1,0] + T [1,1,1]

Reducand:
T(3,0,0] > T[2,1,0]
Cum avem:
3>2
3+0>2+1

3+0+0=2+1+0

Inseamni ci
[3,0,0] 3= [2,1,0]

De unde inegalitatea este adevarata. Raméane cazul de egalitate in inegalitate
(calculat separat): a = b = c.
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9 Lema in doua variabile

Lema: 23 +y3 > 22y +ay? (iese imediat din Inegalitatea Rearanjamentelor)

Dupa desfaceri, inegalitatea se reduce la (vezi solutia anterioard):

22(13 ZZa%

Aplicand de trei ori lema, rezulta concluzia. Caz de egalitate la a = b = c.

10 Calcul de expresii

Definim: b
a c
A =
(a, b, c) b+c+c+a+a+b
b c a
B (ab,c) =
(a,bc) b+c+c+a+a+b
c a b
C b =
(a, b, ) b—|—c+c—|—a+a+b

Evident B (a, b, ¢) + C (a,b,c) = 3.
Din Inegalitatea Mediilor AM-GM avem:
A(a,b,c) + B (a,b,c) > 3

Al(ab,c)+ C (ab,c) >3

Insumand:

2A (a, b,c) + B (a,b,c) + C (a, b,c) > 6

Prin urmare:
A(a, be) >

N W

Ceea ce trebuia demonstrat. Egalitatea evident la a = b = c.



